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4.2 Intégrales dépendant d’un parametre

Les deux theorémes suivants sont des conséquences du théoréme de convergence
dominée.

4.2.1 Continuité des intégrales dépendant d’un parametre

THEOREME (CONTINUITE DES INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE)
Soit I = [a, b[ et ] deux intervalles de R. Soit f : ] x I — R une fonction. On suppose

(i) Pour tout x € J, la fonction partielle f(x,.) : I — R, t — f(x,t) est localement
intégrable sur sur I.

(ii) Pour tout t € I, la fonction partielle f(.,¢) : ] = R, x — f(x, t) est continue sur J.

(iii) (condition de domination)
I existe une fonction localement intégrable, g : I — R™ telle que :

b
/ g(t)dt converge et pour tout (x,t) € ] x I, |f(x, t)] < g(t).
a
Alors, 'application F : ] — R définie par
b
F(x) = / F(x, t)dt
a

est continue sur l'intervalle J.

b
Démonstration: De la condition de domination, on déduit que, pour toutx € |, / |f(x, t)|dt
a

converge, par conséquent F : | — R est bien définie.

Soit x un élément de l'intervalle J. Montrons que l’application F est continue en x.
Considérons pour cela une suite (x,),en d’éléments de | convergente vers x. Définissons
alors pour tout entier naturel 1, l'application f;; sur l'intervalle I par

fu:l - R
t f(xn, t).

Nous avons
Viel, nlirfwf"(t) = f(x, t).

Ve N,VEE L [fu(1)] < g(b).

b
Comme / g(t)dt converge, I'application du théoreme de convergence dominée donne,
a

lim F(xy) = lim /abfn(t)dt:/abnngfn<t)dt:/abf(x, £)dt = F(x).

n—+oo n——+oo
On en déduit que F est continue au point x puis sur l'intervalle J.
REMARQUE

La continuité étant une propriété locale, nous obtenons la méme conclusion sous une
hypothese plus faible, "la condition de domination locale" : Pour tout segment K = [«, f]

b
inclus dans J, il existe une application gx : I — R telle que / gk (t)dt converge et
a

V(x, t) e KxI, [f(x, t)] < gk(t).

En effet, ceci entraine, d’apres le théoreme précédent, la continuité de l'application F

sur tout segment K inclus dans J, et par conséquent, la continuité de F en tout point de
U [ Bl =7

[x.p1CT
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—+o00
EXEMPLE. La fonction F : R% — R, définie par F(x) = / cos(t)e *'dt est continue.
0

En effet, la fonction f : RY x Ry — R, définie par f(x,t) = cos(t)e™*!, est continue.
D’autre part, pour tout segment [a,b] de R*, on a la condition de domination :

V(x,t) € [a,b] x Ry, |f(x,t)| <e ™ <e @

oo 1
et / e tdt = _ converge. On en déduit, par theoreme 4.9, que F est continue sur tout
0

segment [2,b] de Ry, donc continuesur | J  [a,b] =R}
0<a<b<+oco

Dans le cas ot I est un segment de Ret f : | x I — R est continue la condition de
domination est toujours vérifiée :

COROLLAIRE
Soit I = [a,b] un segment et | un intervalle de R. Soit f : ] x I — R une fonction
continue. Alors l'application F : ] — R définie par

F(x) = /u ’ F(x,t)dt

est continue sur l'intervalle J.

Démonstration: Pour tout segment K = [«, B] inclus dans ], par continuité de f sur K x [ il
existe une constante Ck telle que

V(x, t) e Kx I, |f(x, t)| < Cg

et toute application constante étant intégrable sur le segment [a, b] d’apres le theoréme
précédent, F est continue sur tout segment K de J, donc sur J. n

1
EXEMPLE. La fonction F : R — R, définie par F(x) = / sin(tx)dt est continue sur R.

En effet, la fonction (x,t) — f(x, t) = sin(tx) est continue sur R x [0,1], le corollaire
permet de conclure.

4.2.2 Dérivabilité des intégrales dépendant d'un parametre

THEOREME (DERIVABILITE DES INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE)
Soient I = [a,b[ et | deux intervalles de R. Soit f : | x I — R une fonction telle que :

1) Pour tout x € J, la fonction partielle f(x,.) : I — R, t — f(x,t) est localement
b
intégrable et / f(x, t)dt converge
a

2) Pour tout t € I, la fonction partielle f(.,t) : | = R, x — f(x,t) est dérivable sur |

c-a-d. que pour tout (x,t) € ] x I, %(x, t) existe.
3) (condition de domination)

Il existe une fonction localement intégrable, ¢ : I — R™ telle que :

b
/ g(#)dt converge et pour tout (x,t) € [ x I,
a

L o] <0



4.18

:4.2  Intégrales dépendant d’un parameétre 68

Alors I'application F définie par

b
Vx € I, F(x) :/ F(x,t)dt
a
est dérivable sur | et
/ bof
Vx €], F(x) :/ = (x, t)dt.
a

ox
. . df . 1
Si de plus, la fonction 5r est continue sur | x I, alors F est de classe C-.

Démonstration: Soit x un élément de l'intervalle J. Montrons que l’application F est déri-
vable en x. Considérons pour cela une suite (x,),cn d’éléments de ] \ {x} convergente
vers x. Pour tout entier naturel n, définissons 1’application f, par

fu:l = R
[l t) = f(x,1)

t— .
Xy — X

Nous avons, par hypothese

of
Vtel, lim t) = —(x, t).
Hn— 00 fut) ax( )
D’autre part, en utilisant le théoreme des accroissements finis, nous pouvons choisir,
pour tout réel t élément de l'intervalle I et pour tout entier naturel 7, un élément de |

noté 6, (t), compris entre x et x,, vérifiant

fult) = LD 2T @D _ 9 g 1) ),

Xy — X ©ox

Ainsi,
Loun, 0| <50

L’application du théoréme de convergence dominée, nous donne :

VneN,Vtel, |fu(t)] =

. F(xn) —F(x) _ .. b _ b _ bof
Jim S i [ a7 i fuode = [C5 o
b
L’application F est alors dérivable en x de dérivée F'(x) = / % (x, t)dt.
a

of of

Si de plus, la fonction 3r est continue sur | x I, I'application (x, t) — a(x, t) vérifie
les condition du théoréme de continuité 4.9, on en déduit que F’ est continuesur . m

REMARQUE

On remarquera, comme pour la continuité, que la dérivabilité étant une propriété locale,

on obtient la méme conclusion sous une hypothese de domination locale : pour tout seg-
b

ment K = [&, B] inclus dans I, il existe une application gx : I — Ry telle que / g (t)dt

converge et !

7 (x, )] < gxto).

ceci entraine la dérivabilité de I’application F sur tout segment K inclus dans | et 'éga-

Y(x, t) e Kx1,

b
lité : Vx € K, F'(x) = / %(x, t)dt. par conséquent , F est dérivable en tout point de
a

M%Jq[“rﬁ] =JetVx €], F(x) = /ab %(x, t)dt.
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) . s
Dans le cas ol I est un segment de R et f et % sont continue sur | x I la condition

de domination est toujours vérifiée :

COROLLAIRE
Soit I = [a,b] un segment et ] un intervalle de R. Soit f : | x I — R une fonction continue

telle que == : | x I — IR soit continue.
Alors I'application F définie par

VeI, F(x / Flx, t)d
est de classe C! sur J et

re ], Flx) = /ﬂb %(x, Pt

o |

Démonstration: Pour tout segment K = [«, ] inclus dans ], par continuité de f et 5x

ur

K x I'il existe une constante Ck telle que
of
V(x, t) e Kx I, |f(x, t)] < Cget g(x, )| < Ck.

et comme toute application constante étant intégrable sur le segment [a,b] d’apres les
theorémes de continuité et dérivabilité, F est dérivable et de dérivée continue sur tout
segment K de ], donc de classe C! sur J. n

2 cos(tx)
) t
' 1
Alors, F est de classe C! sur R et, F/(x) = — / sin(tx)dt = ;(cos 2x —cosx) pour x # 0
N

dt.

EXEMPLE. Soit F: R — R:x — F(x) = /
1

2
et F'(0) :/ 0dt = 0.
1

400 5
EXEMPLE (CALCUL DE LA VALEUR DE / e~ dt).
Jo
=X (14+12)

1) Vérifier que, pour tout réel x, 'application ¢ — Tre

ment [0, 1].
On considere les applications F et G définies sur R par :

x2(14-2) x
F: x>—>/ dt, G:x»—>/et
142 0

est intégrable sur le seg-

2) Montrer que F est de classe C! sur R et que F'(x) = —2G’(x)G(x).

—+o00
3) En déduire la valeur de / e dt.
0

Réponse :
—x(14+4%)

i est continue sur le segment [0, 1] donc

1) Pour tout réel x, I'application ¢ +—

intégrable sur ce segment.
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2) On note f 'application définie par
f:Rx[0,1] — R
=X (14+12)

t -
(x, t) = 142

WLUGRXMH,Wgﬂ:_hf#wM)

Soit & un réel strictement positif. Alors,

Vx € [—a, a],Vt € [0, 1],

Lf(x,t) < 2«
ox -

Toute application constante étant intégrable sur le segment [0, 1], on en déduit que F
est dérivable sur le segment [—a, a] avec,

1 2 2
Vx € [~a, a], F/(x) = —Zx/ e (45,
0

Ainsi F est dérivable sur U [—a, a] = R avec,
a>0

1 1
Vx eR, F/(x) = —Zx/ e () gy — _2xg—x2/ e~ (0 4¢.
0 0

Pour tout réel x non nul, effectuons dans l'intégrale, le changement de variable u = xt.
-’ _2 [F 2
Vx € R*, F'(x) = —2e /e du.
0

Nous remarquons que nous avons cette égalité pour x = 0. D’autre part, G est déri-
vable sur R avec,
2
VxeR, G'(x)=e "
On en déduit que
Vx €R, F/(x) = =2G'(x)G(x). (%)

3) De (x), il existe une constante réelle C, telle que, pour tout x € R,
F(x) = —(G(x))® +C.

o 1 dt 7T
Alnsl,C—l-"(O)—/0 TTE- %

D’autre part
1
VxeR, 0 < F(x) < / e X dt < e
0

entraine, lim F(x) =0.
X——+00

.. . 2 _ 7T . . . ﬁ )
Ainsi, xngrrloo(G(x)) = 7 puis xgrwa(x) = 5 par conséquent

X——+00 2

—+00 /
/ e dt = lim G(x) = ALy
0

4.23 EXEMPLE (LA FONCTION GAMMA D’EULER). On considére la fonction de variable réelle :

—+o00
I'(x) = / Loty
0
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)
2)

3)

D

2)

3)

Montrer que la fonction I est définie et continue sur R? .
Montrer que :

Vx e RY, T'(x+1) =T (x).
En déduire la valeur de I'(n) pour n € IN*.
Montrer que la fonction I et de classe C* sur IR’} est que pour tout n € IN et tout
x € R

teo
T (x) = / F1(In(t)) e tdt.
0

Réponse :
La fonction (x,t) — ¥~ e~ ! est de classe C*® sur R x R*.
Pour tout réel x, ona t*~le~* ¥ t*~1, et que l'intégrale de Riemann f01 t*~1 dt converge

si et seulement si x > 0, on déduit que, pour tout réel x négatif ou nul, 'application
t — t*~le~! n’est pas intégrable sur R* .

On va maintenant montrer que la fonction I' est définie et continue sur IR*, .
Considérons a et b deux réels strictement positifs vérifiant 0 < a < b. Comme pour
0 <t 1 <t-lsit€o,1]

on obtient
0< i l<hlgit>1,

tout x € [a,b] on a {

V(x, t) € [a, b] x RY, [Fle7t < ("1 4 7 )e™t = go(1).
Cette derniére application est intégrable sur R* . En effet,

~ g1 tb—ll/
80 75 + o

2 Tl
tETmt g(t) =0et /1 2 dt converge.
On en déduit en utilisant le théoreme 4.9 que l'application I' est continue sur tout
intervalle [a, b] C R%, donc sur R ..

1 1
771 dt et / t*=1 dt convergent (puisque a > 0 et b > 0);
0

Pour tout réel x strictement positif,
+oo
I'(x+1) = / tre~tdt.
0

Effectuons une intégration par parties en posant

u="=t, du=xt""1,
dv =e tdt, v=—e".
Ainsi,
[(x+1) = [—t"e*t];m +xl(x) = xT(x).

A Taide d’une récurrence, nous obtenons pour tout n € N*, T(n) = (n — 1)L

On va montrer par récurrence que pour n € IN, x et ¢ strictement positifs, posons :

fulx, t) = Ln(t)) e

—+o00
fn est de classe C* sur On a déja vu que I'(x) = / f(x, t)dt existe.
0

Soient 0 < a < b < o0 et définissons la fonction g, : R} — Ry par

gn(t) = (1 1+ 271 Int|"e .
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La fonction g, est intégrable sur RY , puisque :

1
poury €]0,a], lim t'=7g,(t) = lim (£*~7 +t=7)|Int|"e~" = 0,/ 7= 1 dt converge,
t—0+ =0+ 0

+eo 1
lim #2g(t) = Oet /1 2 dt converge.

t—+o0
0 <+l <#1sit€]0,1]

o< l<h-lgit>1,
on obtient, pour tout n € IN, la mojoration

Comme pour tout x € [2,b] on a

V(x, 1) € la, B x RY, [fulx, 1) < |71 (In(1)"e ™| < gu(t) (%)

Soit [a, b] un segment contenu dans R . On va montrer, par récurrence sur n € IN que
+00
T est de classe C" sur [a,b] et que T (x) = / 1 (In(t)) e dt.
0

Pour n = 0, la continuité de I sur [a, b] est prouvé dans 1).

Supposons I'hypothese de récurrence vraie au rang n et établissons la au rang n + 1.
La fonction f,; étant continue et continiment dérivable par rapport a x et de dérivée
partielle par rapport a x égale a f,;1. De la condition de domination (), on déduit
que, grace au théoréme de dérivation 4.16, que la fonction T(") est de classe C! sur

+o0
[a,]] et de dérivée égale a / #*~1(In(t))"e~"dt. Ce qui prouve T est de classe C"*'
0

—+o0o
sur [a,b] et que TV (x) = / *~1(In(t))" e~ tdt. Ainsi, T est de classe C* sur
0
R .



